Sieci Bayes’a

dr inz. Jacek Czerniak



Rodzaje niepewnosci

Niepewnosc¢ stochastyczna np. Nieszczesliwy
wypadek, ryzyko ubezpieczenia, wygrana w
lotto(metody rachunku prawdopodobienstwa)

Niepewnos¢ wynikajgca z niedoktadnosci
pomiarowej np.temp, czasu, wymiarow obiektu
(metody statystyki)

Niepewnosc¢ informacyjna (np. Wiarygodny
kredytobiorca, wiarygodnosc informac;ji (data
mining, szukanie prawidtowosci)

Niepewnosc lingwistyczna—wysoko, mato, zimno,
szybko (zbiory rozmyte, zbiory przyblizone)



Definicja sieci Bayesowskiej

C D

Sie¢ bayesowska to acykliczny (nie zawierajgcy cykli) graf

skierowany, w ktorym:

wezty reprezentujg zmienne losowe (np. temperature jakiegos
zrodta, stan pacjenta, ceche obiektu itp.)

tuki (skierowane) reprezentujg zaleznos¢ typu , zmienna X ma
bezposredni wptyw na zmienna Y”,

kazdy wezet X ma stowarzyszona z nim tablice
prawdopodobienstw  warunkowych  okreslajagcych  wptyw
wywierany na X przez jego poprzednikow (rodzicéw) w grafie,

/mienne reprezentowane przez wezly przyjmujg wartosci
dyskretne (np.: TAK, NIE).
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Konstruowanie sieci bayesowskie]

zdefiniowanie zmiennych,

zdefiniowanie potgczen pomiedzy
Zmiennymi,

okreslenie prawdopodobienstw
warunkowych i "a priori” (fac. z zatozenia)

wprowadzenie danych do siecl,
uaktualnienie siecl,

wyznaczenie prawdopodobienstw “a
posteriori” ( tac. z nastepstwa)
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Bayesian networks

Sieci Bayesowskie (belief networks, Bayesian belief networks)
nazywane sq czasami tzw. sieciami przekonaniowymi lub
przyczynowymi. Bayesowskie dlatego, ze bazujq na
podstawach teorii decyzji i teorii prawdopodobieristwa
Twierdzenie bayesa wyraza obliczenie konieczne do
wykonania w celu przekonania sie o prawdziwosci
wczesniejszych przekonan w swietle nowych dowodow:

P(A, B) B P(B|A)
P(B)  P(B)

P(A[B) = *P(A)
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P(A,B) B P(B|A)
P(B)  P(B)

P(A[B) = *P(A)

Wyrazenie P(A[B) oznacza prawdopodobienstwo wystgpienia
zdarzenia A zaleznego od zdarzenia B — a wiec A jest
prawdziwe, jesli B miato miejsce. Dwie wartosci s istotne:

1. lloraz prawdopodobienstw P(B[A)/P(B) ktére mowi jak
wazne pod wzgledem informacyjnym jest zdarzenie B w
odniesieniu do zdarzenia A,

2. Prawdopodobienstwo zdarzenia A (P(A)) wyliczone jeszcze
przed zajsciem zdarzenia B.
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Twierdzenie Bayesa dla prostych
zdarzen

Jesli A i B sg prostymi zdarzeniami w przestrzeni proéb, to
prawdopodobienstwo warunkowe P(A/B) bedzie okreslone
jako:

P(AnB) liczbawynikow zarowno w Ajak 1 B
P(B) liczba wynikow w B

Rowniez P(B/A) = P(ANB)/P(A). Przeksztatcajagc ten wzor,
otrzymujemy wzoér na przeciecie zdarzenn P(AnB) = P(B/A)P(A)
| po podstawieniu mamy:

P(A|B)=

P(B/AP(A)
P(B)
Co jest tezg twierdzenia Bayesa dla prostych zdarzen.

P(A|B) =
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Sie€ bayesowska koduje informacje o okreslonej
dziedzinie za pomocg wykresu, ktorego
wierzchotki wyrazaja zmienne losowe, a
krawedzie obrazuj3 probabilistyczne
zaleznosci miedzy nimi.
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Wezet A jest rodzicem lub poprzednikiem wierzchotka X, a
wierzchotek X jest potomkiem lub nastepnikiem wezta
A, jezeli istnieje bezposrednia krawedz z wierzchotka A
do X.

p(xl — Xl’ X2 — X2""’ Xm — Xm) :ﬂ p(xl — Xi |rodzice(Xi))
=1

A wiec prawdopodobienstwo pojawienia sie wierzchotka
potomnego zalezy tylko od jego rodzicow !
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SieC Bayesowska - graf

A — pogoda

(s’fonecznie/pochmurno/deszczowo/wietrznie)

A B
B — czas wolny (tak/nie) \ /

X— humor (bardzo dobry/dobry/niete;gi)
C — zajecie na zewnatrz (spacer/basen/rower)

X
D — zajecie w domu(komputer/ksiazka/gotowanie) / \
C D
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If A=al and B=b1 then X=x1 with 30%
If A=al and B=b1 then X=x2 with 30%
If A=al and B=b1 then X=x2 with 40%

albl 0.3 0.3 0.4
If A=a2 and B=b1 then X=x1 with 10%
If A=a2 and B=b1 then X=x2 with 30% \
If A=a2 and B=b1 then X=x2 with 60% azbl 0.1 0.3 0.6
azb2 0.05 0.35 0.6

If A=a2 and B=b2 then X=x1 with 5%
If A=a2 and B=b2 then X=x2 with 35%
If A=a2 and B=b2 then X=x2 with 60%

a3b2 0.2 0.5 0.3

If A=a3 and B=b1 then X=x1 with 40% a4b1 06 035 005
If A=a3 and B=b1 then X=x2 with 40%
If A=a3 and B=b1 then X=x2 with 20% adb?2 0.3 0.4 0.3

If A=a3 and B=b2 then X=x1 with 20%

If A=a3 and B=b2 then X=x2 with 50%

If A=a3 and B=b2 then X=x2 with 30%
If A=a4 and B=b1 then X=x1 with 60%
If A=a4 and B=b1 then X=x2 with 35%

a3bl 0.4 0.4 0.2

If A=a4 and B=b1 then X=x2 with 5%

If A=a4 and B=b2 then X=x1 with 30%

If A=aﬁeta@@/dk§bﬁhgi ghﬁcm X=x2 with 40% 10 Sieci Bayes'a - Wprowadzenie
If A=ad and B=b2 then X=x2 with 30%
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al
a2
a3
a4

X1

0.25

bl 0.4
0.25
b2 0.6
0.25
0.25 o 03 03 o
alb2 0.2 0.4 0.4
azbl 0.1 0.3 0.6
az2h2 0.05 035 0.6
a3bl 0.4 04 02
01 02 07 a3b2 0.2 0.5 0.3 X1 01 EYER e
02 06 02 adbl 0.6 0.35 0.05
X2 0.7 0.2 0.1
05 04 01 adb2 0.3 0.4 0.3
X3 0.3 04 03

p(A=a,,B=b,,C=c,D=d,, X =X;) =

P(A=a,)p(B=Db,)p(X =x;|A=a,"B=Db,)p(C=c | X =%)p(D=d,[X =X,)
p(A=a,,B=Db,,C=c,D=d,, X =X;)=

P(A=a,)p(B=D0,)p(X =Xx;|A=a,"B=0,)p(C=c[X=Xx)p(D=d,[X=x%)=
0.25*0.4*0.05*0.5*0.4 =0.001
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a2
a3
a4

0.25
0.25
0.25
0.25

albl
alb2
azbl
azb2

a3bl
a3b2
adbl

a4b2

0.3
0.2
0.1
0.05

0.4
0.2
0.6

0.3

0.3
0.4
0.3
0.35

0.4
0.5
0.35

0.4

0.4
0.4
0.6
0.6

0.2
0.3
0.05

0.3

bl

b2

0.4

0.6

p(X =% |A=a "B=Db)*p(A=a)*p(B=Db)=
0.3*(0.25*0.4) =0.3*0.1=0.03
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al 0.25

bl 0.4
a2 0.25
b2 0.6
a3 0.25
2 e albl 0.3 03 04
alb2 0.2 0.4 0.4
a2bl 0.1 0.3 0.6
a2b2 0.05 0.35 0.6
a3bl 0.4 0.4 0.2
X1 01 0.2 0.7 a3b2 0.2 0.5 0.3 X1 0.1 0.3 0.6
X2 0.2 0.6 0.2 a4bl 0.6 0.35 0.05
X2 0.7 0.2 0.1
X3 0.3 0.4 0.3

p(X = 1): p(X :XllA:a1mB:b1)p(A:aimB:b1)+
pP(X=x|A=anB=Db,)p(A=a,nB=D,)+
p(X=x|A=a,nB=Db)p(A=a,nB=Dh)+
p(X=x|A=a,nB=Db,)p(A=a,nB=Dh,)+
Pp(X=x|A=a,nB=b)p(A=a,nB=h)+
p(X=x|A=a,nB=h,)p(A=a,nB=bh,)+
p(X=x|A=a,nB=D0b)p(A=a,nB=h)+
p(X=x|A=a,nB=Db,)p(A=a,nB=h,)=

0.3*0.1+02*0:15%°0.1*0.1+ 0.05*0.15+ 0.4*0.1+ 0.2*0.15+ 0.6 *0°130.3*0.T5 = 0.2525




Przyktad — wnioskowanie w sytuacji
niepewnosci

Jakie sq szanse zdania ustnego egzaminu u prof.
X, ktory jest kibicem Wisty i nie lubi deszczu?

Wynik egzaminu zalezy od:

e dobrego przygotowania studenta
e dobrego humor egzaminatora

e awansu Wisty do Ligi Mistrzow

e Deszczu — by nie padat !!!



Jak prawdopodobne jest zdanie egzaminu gdy humor egzaminatora i
przygotowanie studenta jest pewne w skali ,,p6t na pot” ?

Awans Pogoda

tak  al.0 deszcz 0.0
nie SO0 sloneczna F0.0

Humor_prowadzaceqo Przygotowanie_studenta

dobry 56.0 p—— dobre 50.0
Zly 440 i brak a0.0

egzamin

zdany 9596
oblany  40.4
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Jak prawdopodobne jest zdanie egzaminu gdy humor egzaminatora i
przygotowanie studenta jest pewne przynajmniej w 70 % ?

Awans Pogoda

tak BO.3 deszcz 2R3
nie  39.7 sloneczna  73.7

Humor _prowadzaceqo Przygotowanie studenta
dobry 705 p— dohre 7E.5 ——

2ly 295 | hrak 985

egzamin
zdany 100 —
ohlany O] & & ¢
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Jak prawdopodobne jest zdanie egzaminu gdy humor egzaminatora
jest dobry ale przygotowanie studenta niestety fatalne ! ?

Awans Pogoda
tak *IIIIIZIﬁ deszcz o] ¢ &
nie O] sloneczna 100 ——
Humor |}|ﬂwmlzﬂ¢egﬂ Przygotowanie_studenta
dahry 100 — dohre N
Zly Ol brak 00—
egzamin
zdany  20.0 pmi

oblany  &0.0
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/Zastosowanie Sieci Bayesowskich

Sieci te majg wiele zastosowan m.in. w Sztucznej inteligenciji,
medycynie (w diagnozowaniu), w genetyce, statystyce, w ekonomii.

O popularnosci SB zadecydowato to, ze sg dla nich wydajne metody
wnioskowania. Mozliwe jest proste wnioskowanie o zaleznosci
wzglednej i bezwzglednej badanych atrybutéw.

Niezaleznos¢ moze tak zmodularyzowac naszg wiedze, ze wystarczy

zbadanie tylko czesci informacji istotnej dla danego zapytania,
zamiast potrzeby eksploracji catej wiedzy.

Sieci Bayesowskie mogg by¢ ponadto rekonstruowane, nawet jesli
tylko czes¢ wtasciwosci warunkowej niezaleznosci zmiennych jest
znana. Inng cechg SB jest to, ze takg sie¢ mozna utworzy¢ majac
niepetne dane na temat zaleznosci warunkowej atrybutow.
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Definicja SB

Siecig Bayesowska (Jensen, 1996) nazywamy
pare (D,P), gdzie D jest skierowanym grafem
acyklicznym (directed acyclic graph DAG) a P-
rozktadem = prawdopodobienstwa.  Kazdy
wierzchotek w sieci przechowuje rozktad
P(X;| ,)) gdzie X, jest zbiorem wierzchotkow
odpowiadajacych  7#{i) — poprzednikom
(rodzicom) wierzchotka (/).
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Rozktad prawdopodobienstw w SB

Rozktad prawdopodobienstw zapisuje sie jako:

P(Xl""’ Xn) — ﬁ P(Xi Xﬂ(i))

W grafie wierzchotki sg etykietowane nazwami
atrybutow.  Przy  kazdym  wierzchotku
wystepuje tabela prawdopodobienstw
warunkowych pomiedzy danym
megpgaczﬁgybo’fkiem | jego rzc?dzicami.
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Rodzaje wnioskowan w SB;

O wiarygodnosci poszczegdolnych hipotez dla zdanych
obserwacji

Poszukiwanie uzasadnienia dla zadanej hipotezy i obserwac;ji

Znalezienie prawdodobienstwa prawdziwosci wyrazenia
logicznego przedstawionego w postaci koniunkcji wyrazen
elementarnych atrybut = wartosc

Znalezienie odpowiedzi na ztozone zapytanie
O brzegowej i warunkowej niezaleznosci zmiennych.
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Metoda propagacji niepewnosci
metodg lokalnych obliczen

1990 rok — Shafer i Shenoy oraz Lauritzen i Jensen — niezaleznie opracowujg te

samg efektywng metode polegajgca na tym, ze:

Whioskowanie w danym wezle odbywa sie tylko na podstawie wtasnego
wartosciowania i wiadomosci uzyskanych od wszystkich sgsiadow
bezposrednich.

Wezet wysyta do drugiego wezta wiadomos¢ bedacy ztozeniem
wiadomosci uzyskanych od wszystkich pozostatych sgsiadow i wiasnego
wartosciowania.

Gdy wezet uzyska wiadomosci od wszystkich sgsiadow wowczas na ich
podstawie aktualizuje wtasne wartosciowanie, otrzymujgc wartosciowanie
pod warunkiem zadanych obserwac;ji.
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Wtasnosci prawdopodobienstwa
Bayesa

P(A| BYP(—A|B) =1

Y P(A=v,|B)=1
k=1
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Klasyfikacja metodg Bayesa—prawdopodobienstwo
warunkowe i bezwarunkowe

o Klasyfikacja Bayesowska jest klasyfikacjg statystyczng. Pozwala przewidziec
prawdopodobienstwo przynaleznosci obiektu do klasy. Opiera sie na twierdzeniu
Bayesa.

e Niech dany bedzie obiekt o o wtasciwosci X. Niech H bedzie hipotezg, ze obiekt o
nalezy do klasy C. Z punktu widzenia zadania klasyfikacji chcemy obliczy¢
prawdopodobienstwo P(H|X) tego, ze dla obiektow o witasciwosci X prawdziwa
jest hipoteza H.

e P(H|X) jest tzw. prawdopodobienstwem warunkowym (a posteriori) zdarzenia H
pod warunkiem zajScia zdarzenia X.

e Przyktad: Rozwazamy populacje owocow. Przypusémy, ze rozwazang wtasciwoscia
X obiektu o jest:X : ,,0 jest owocem okraggtym i czerwonym”, a H jest hipoteza:

H: ,o jest jabtkiem”.

e Woébwcezas P(H|X) wyraza nasze przekonanie, ze owoc jest jabtkiem, jesli
zaobserwowalismy, ze jest on okragty i czerwony.
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Przeciwienstwem prawdopodobieristwa warunkowego jest
prawdopodobieristwo bezwarunkowe. W naszym przypadku
P(H)  wyrazajace prawdopodobienstwo, ze kazdy
zaobserwowany oOwWoC jest jabtkiem, jest
prawdopodobienstwem bezwarunkowym (a priori).

Prawdopodobieristwo warunkowe, P(H|X), uwzglednia wiecej
informacji (wiedza X), podczas gdy prawdopodobienstwo
bezwarunkowe P(H) jest niezalezne od X.

Podobnie, P(X|H) jest prawdopodobiefistwem warunkowym
zajscia zdarzenia X pod warunkiem zajscia zdarzenia H. Jest
wiec na przyktad prawdopodobienstwem, ze owoc jest
okragty i czerwony, jesli wiadomo, ze jest jabtkiem.

P(X) jest prawdopodobienstwem bezwarunkowym. Jest wiec na
przyktad prawdopodobienstwem tego, ze obserwowany
(wybrany losowo) owoc jest czerwony i okrag
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W klasyfikacji Bayesa maksymalizujemy:  p(c | )= PIX|CHPIC)
. P(X)

Poniewaz P(X) jest state, wiec wystarczy maksymalizowac
iloczynP(X| Ci)P(Ci).

Ponadto przyjmujemy:P(Ci) = si/ s, gdzie s oznacza liczbe
obiektow w zbiorze treningowym, a si oznacza liczbe
obiektow w klasie Ci.

Dla X = (x1, x2, ..., xn), warto$¢ P(X|Ci) obliczamy jako
iloczyn:P(X|Ci) = P(x1|Ci)*P(x2|Ci)* .. *P(xn]|Ci),przy
czym:P(xk| Ci) = sik / si, gdzie sik oznacza liczbe obiektdw klasy
Ci, dla ktérych wartosc atrybutu Ak jest rowna xk, a si oznacza
liczbe wszystkich obiektow klasy Ci w zadanym zbiorze
treningowym.
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Nalezy obliczy¢, dla jakiej wartosci i, i =1, 2, iloczyn P(X|Ci)*P(Ci),osiaga
maksimum.

P(Ci) oznacza prawdopodobieristwo bezwarunkowe przynaleznosci obiektu
do klasy (inaczej: prawdopodobienstwo klasy) Ci, i=1, 2.

Ze zbioru treningowego obliczamy:
P(C1)=9/14 =0.643
P(C2) =5/14 =0.357

Prawdopodobienstwa warunkowe P(X|Ci) s3 odpowiednio réwne iloczynom
prawdopodobienstw warunkowych:

P(X|C1) = P(Wiek=,<=30"|C1) * P(Dochdd=, éredni” |C1)*
P(Studia=,tak” |C1) * P(OcenaKred=, dobra”|C1),
P(X|C2) = P(Wiek=,<=30"|C2) * P(Dochdd=, éredni” | C2)*
P(Studia=,tak” | C2) * P(OcenaKred=, dobra”|C2),
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Celem propagacji niepewnosci w sieciach
bayesowskich jest obliczenie
prawdopodobienstwa warunkowego pewne]
zmienne] (zwykle oznaczajgce] hipoteze:
diagnoze czy prognoze) wzgledem zadanych
wartosci Innych zmiennych (zwykle
obserwacji, symptomow).
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P(C=T) P(C=F)
050 0.50 Cloudy
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Figure 9: Another Bayesian network example. The event that the grass
being wet (W = true) has two possible causes: either the water sprinkler was
on (S = true) or it rained (R = true). (Russell and Norvig, Artificial
Intelligence: A Modern Approach, 1995)
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Zaobserwowano mokrg trawe. Mogg by¢ tego 2 przyczyny:
padajgcy deszcz badz dziatania zraszacza. Ktdora z nich jest
bardziej prawdopodobna ?

P(S.W) 0.2781
P(W)  0.6471

P(R,W)  0.4581
P(W)  0.6471

P(S|W) = — (.430

P(R|W) = — (.708

Jak widac, bardziej prawdopodobnym jest, ze trawa jest mokro po
tym jak padat deszcz.
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Wiadomo, ze jesli mamy m zmiennych, to
wystepuje doktadnie 2™ mozliwych
przypadkow do rozwazenia.

Example: Boolean
variables A, B, C

)

0
1
0
1
0
1
0
1
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Example: Boolean

variables A, B, C

A B C Prob
0 0 0 0.30
0 0 1 0.05
0 1 0 0.10
0 1 1 0.05
1 0 0 0.05
1 0 1 0.10
1 1 0 0.25
1 1 1 0.10
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Female wv0:40.5-

v1:40.5+

Male v0:40.5-

v1:40.5+

gender hours_worked wealth

poor
rich
poor
rich
poor
rich
poor

rich

0263122 |

0.0245895 |}
0.0421768 |}
0.0116293 |

0331313 NG
0.0971295 N

0.134106 N

0.105933 N

P(E) =
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P(Poor Male) = 0.4654

gender hours_worked wealth

Female v0:40.5- poor 0253122 |
rich  0.0245895 |}
v1:40.5+ poor 0.0421768 |
rich  0.0116293 |
Male  v0:40.5- poor 0.331313 M
rich  0.0971295 | N
v1:40.5+ poor 0.134106 \JH
rich  0.105933 N
P(E)= ) P(row)
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P(Poor) = 0.7604

gEﬂdEt‘ hnurs_wurked wealth
Female v0:40.5- poor  0.253122 DGR
rich  0.0245895 |}
v1:40.5+ poor 0.0421768 B}
rich  0.0116293 ||
Male  v0:40.5- poor 0.331313 D
rich  0.0971295 | N
v1:40.5+ poor 0.134106 NG
rich  0.105933 |GN
P(E) = ZP(mw)
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Whnioskowanie

gEI‘IdEI" hﬂLII‘S_WDrHEd wealth
Female v0:40.5- poor 0.253122
rich  0.0245895 |}
v1:40.5+ poor 0.0421768 [
rich  0.0116293 |

Male  v0:40.5- poor 0.331313 GGG
rich  0.0971295 |
v1:40.5+ poor 0.134106 [NEGR
rich  0.105932 [

Z P(row)

P(EI A\ Eg) __ rowsmatching £, and £,

P(E,) > P(row)

rows match pfgegse - Werowadzenie

P(E, | E,) =
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P(Male | ) =0.4654 /0.7604 = 0.612

gEI‘IdEI‘ hnurs_wnrked wealth
Female v0:40.5- poor  0.253122 VR
rich  0.0245895 |
v1:40.5+ poor 0.0421768 B}
rich  0.0116293 |

ale  v0:40.5- poor 0.331313 D
rich  0.0971295 |
v1:40.5+ poor 0.134106 })

rich 0105933 [N

Z P(row)

P(E AL ) rows matching £, and E,
] 2] gL 2

P(EI |E2)=

P(E,) > P(row)
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Przyktad wnioskowania od
poczatku do konca...
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W pewnej klinice 15 % pacjentow stwierdzono obecnos¢ wirusa HIV. Zatézmy, ze
wykonano badanie krwi. Jesli pacjent ma wirusa HTV to na 95 % test krwi
wyjdzie pozytywny. Jesli pacjent nie ma wirusa HIV to test krwi wyjdzie
pozytywny jedynie z prawdopodobierstwem réwnym 0.02. Jesli wiec wiemy,
ze test wyszedt pozytywnie to jakie s3 prawdopodobienstwa, ze pacjent:

a) Ma wirus HIV ?

b) Nie ma wirusa HIV ?

Jesli test wyszedt negatywnie jakie sg prawdopodobienstwa, ze pacjent:

a) Ma wirus HIV ?

b) Nie ma wirusa HIV ?
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Jesli zatozymy, ze:

H = zdarzenie polegajgce na tym, ze pacjent ma wirusa HIV

P = zdarzenie polegajace na tym, ze wynik testu krwi wyszedt pozytywnie
Wodwczas:

P(H) =0.15

P(P|H) = 0.95

P(P|~H) = 0.02

Teraz pozostaje nam ustali¢ wartosci nastepujgcych prawdopodobienstw:
a)P(H [ P)

b) P(~H|[P)

c) P(H[~P)

d) P(~H[~P)

Aby je wyznaczy¢ potrzebujemy skorzystaé ze wzoru na prawdopodobienstwo
warunkowe Bayesa:

P(PH)P(H)
P(P)
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Mamy dwie wartosci z prawej strony P(P[H) i P(H) ale nie mamy wartosci P(P) — a
wiec prawdopodobienstwa, ze test wyszedt pozytywnie. Musimy je ustalic.

S3 2 drogi do stwierdzenia, ze pacjent ma pozytywny wynik testu krwi:

Ma wirusa i wtedy ma test pozytywny test krwi: HAP

Nie ma wirusa a mimo to test krwi wyszedt pozytywnie: "HAP

Musimy teraz ustali¢ wartosci tych prawdopodobienstw i dodac¢ je do siebie:

P(P)=P(H AP)+P(H AP)

Wdwczas mamy:

P(HAP)=P(P|H)P(H)

oraz

P(H AP)=P(P|H)P(H)
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Skoro wiadomo, ze wartos¢ P(P) wyliczymy jako sume:
P(P)=P(P|H)P(H)+P(P|H)P(H)

To podstawiajgc wartosci do wzoru otrzymamy:
=0.95x0.15+0.02 x 0.85 =0.1595

Mozemy to teraz podstawi¢ do wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe
by uzyskac¢ P(H|P):
(PIH)P(H)

PR = e hyR(H) + PP )P(F)

=0.95x0.15/0.1595 = 0.8934
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Aby wiec odpowiedziec sobie na pytanie o wartos¢ prawdopodobieristwa zdarzenia
P(~H|P) wystarczy obliczy¢ go jako dopetnienie do wartosci 1 dla
prawdopodobienstwa wyliczonego wyzej.

PH|P)=1—P(H|P) -1-08934=0.1066

Teraz by wyznaczy¢ wartosé dla P(H|~P) podstawiamy go do wzoru na
prawdopodobienstwa warunkowego:

P(P [H)P(H)
P(P)

P(H |P) =

P(H|~P)= (0.05 x 0.15)/(1-0.1595) = 0.008923
1— P(H|~P)= 1- 0.008923 = 0.99107
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Rozwazmy teraz zdarzenie H powodujgce zdarzenia P1 i P2. Taki
diagram mozemy nazwacd siecig bayesowskga. Przypusémy, ze oba

zdarzenia P1 i P2 s3 pozytywne. Chcemy wyznaczyé

prawdopodobienstwa zdarzen, ze pacjenci majg wirusa. Innymi e

stowy, chcemy znalez¢ warto$¢ prawdopodobienistwa: @

P(H |P1 A P2)
Zatem mozemy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo warunkowe:

P(P1AP2|H)P(H)
P(P1A P2)

P(H |P1A P2) =

Mamy wiec dwa obliczenia, ktorych na razie nie znamy:P(P17P2|H) i P(P1 " P2).

W celu wyznaczenia P(P1*P2|H) potrzebujemy wiedzie¢ na pewno, ze dwa testy
sg niezalezne. Poniewaz wiemy, ze tak jest mozemy zapisag, ze:
P(P17P2|H) = (P1|H)P(P2|H)
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Teraz musimy znalez¢ wartos¢ P(P1A P2). Tak jak poprzednio musimy rozwazyé
teraz dwa przypadki gdy wyznaczamy P(P):

*Pacjent ma wirusa i oba testy wypadty pozytywnie,

*Pacjent nie ma wirusa i oba testy wyszty pozytywnie.

Tak jak poprzednio potrzebujemy uzy¢ drugiego aksjomatu prawdopodobienstwa.
P(PLA P2)=P(P1AP2|H)P(H)+P(P1LAP2|H)P(H)

Widzimy, ze oba testy sg niezalezne dajac H, wiec zapiszemy to jako:

P(P1A P2)=P(P1|H)P(P2|H)P(H) + P(P1|H)P(P2|H)P(H)
= 0.95 x 0.95 x 0.15 + 0.02x 0.02 X 0.85 = 0.135715
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Podstawiajgc wartosci do wzoru na prawdopodobienstwo Bayesa
otrzymamy:

P(H | P1A P2) = 0'95;103'2?:50'15 —0.99749

Poprzednio obliczylismy prawdopodobienstwo zdarzenia, ze pacjent ma
wirusa HIV na podstawie jednego testu pozytywnego, i wynosito ono
0.8934. Teraz po przeprowadzeniu dwdch testow — prawdopodobienstwo
wzrasta do wartosci 0.99749. Wiec po dwdch testach mozemy by¢ bardziej
pewni co do tego, ze pacjent ma wirusa HIV.
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Nalezy jeszcze rozwazyC przypadek gdy jeden test bedzie pozytywny a drugi
negatywny. Oczywiscie bedzie to oznaka btedu w jednym z testow, ale przeciez
nie wiemy w ktorym. Czy jednak mozemy cos powiedzie¢ o tym, czy pacjent ma
wirus czy nie ? Musimy obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia:

P(H |P1A P2)

Mozemy to zrobi¢ postepujgc tak samo jak w przypadku dwoch testow
pozytywnych. Twierdzenie Bayesa bedzie wygladac nastepujaco:

P(PLAP2|H)P(H)

P(H |P1A P2) = s
P(P1A P2)
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Teraz wystarczy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo zdarzen:
P(PLAP2|H) om P(PLAP2)

Podobnie jak poprzednio mozemy wykorzystac fakt, ze zdarzenia P1i P2 s3
niezalezne dla zdarzenia H:

P(PLAP2)=P(PLAP2|H)P(H)+P(P1AP2|H)P(H)

=P(P1|H)P(P2|H)P(H) + P(P1|H)P(P2|H)P(H)

co po podstawieniu odpowiednich wartosci daje:

=0.95x0.05x0.15+0.02 x 0.98 x 0.85 = 0.023785
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Mozemy podstawic¢ te wartos¢ do wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe

by uzyskac:
P(H |PLA P_Z) _ 0.95x0.05x0.15 _ 0.999
0.023785

Zauwazmy, ze nasza wiara w zdarzenie H wzrosta. Na poczatku byto to tylko 15 % a
teraz jest to juz 29,9%. Prawdopodobienistwo pozytywnego testu gdy pacjent nie
jest chory na wirus HIV jest niewielkie (0.02).Prawdopodobienstwo pozytywnego
testu gdy pacjent jest chory na HIV jest rowne 0.05. Przez to jestesmy bardziej
sktonni uwierzy¢ w btad w 2 tescie i to znacznie zwieksza wiare, ze pacjent jest
chory na HIV.
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Genie & Smile

SMILE Zestaw klas C++ implementujgcych rézne modele decyzyjne w oparciu o0 analize
probabilistyczng. Wsrdéd nich sieci Bayesa, modele rownan strukturalnych. SMILE doskonate
sprawdzi sie w roli engine'u dla roznego rodzaju aplikacji, ktorych celem jest tworzenia graficznej
reprezentacji model probabilistycznego. Biblioteka zostata zaprojektowana w ten sposéb, iz moze
by¢ wykorzystana w kodzie C poprzez wywofania funkcji. Co wiecej, istnieje réwniez wersja
przeznaczona dla platformy .NET.

Platforma: Macintosh, Linux, Solaris, Windows

Licencja: Decision Systems Laboratory, University of Pittsburgh License
http://www.sis.pitt.edu/~genie/smile/smile.htm

GeNle 2 GeNle stanowi komplementarny element dla SMILE. Jest graficzng nakfadkg dla tej biblioteki.
Z uwagi na to, ze tworcy SMILE rozwijali réwniez GeNle, mozna by¢é pewnym bezproblemowej
wspotpracy. Za sprawg wbudowanego edytora modeli GeNle pozwala na swobodng modyfikacje
modeli probabilistycznych. Mozliwa jest takze wymiana danych z innymi aplikacjami (Excel).

Platforma: Windows

Licencja: Decision Systems Laboratory, University of Pittsburgh License
http://www.sis.pitt.edu/~genie/genie/genie.htm
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Przedstawione na grafie zaleznosci s3 modelowane przez przedstawione liczbowo
prawdopodobienstwo wyrazajgce site, z jaka oddziatuja na siebie zmienne.
Prawdopodobienstwo jest kodowane w tabelach dotaczanych do kazdego wezta i
indeksowanych przez wezty nadrzedne. Gérne wiersze tabeli przedstawiajg wszystkie
kombinacje standw zmiennych nadrzednych.

General Definition lObsenration Cost ] Format ] Documentation ] Iser properties ]
3_Add eclnset Ik wl EH 1 dE

Radar operational damaged
Communications| operational damaged operational damaged
} | operational 0.59 0.9 0.4 0.1

damaged 0.01 0.1 0.6 0.5

Command
Center

QK | Anuluj Fomoc
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Wezty bez poprzednikdw sg opisane gtownymi prawdopodobienstwami. Wezet
,ouccess” bedzie opisany przez rozktad prawdopodobienstw tylko jego dwdch
wynikow mozliwych: Success i Failure.

b [Success 0.2}

Wezet ,Forecast” bedzie natomiast opisany przez rozktad prawdopodobienstw
wyjsciowych wartosci (Good, Moderate, Poor) uwarunkowanych dodatkowo
przez ich poprzedniki (wezet Success, | wyjsciowe wartosci Success i Failure).

Success of the venture | Success Failure

b|Good s IR s 0.1
v .. 1 N—— 03
... 02 0B
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& GeHle - [isease-Test: main model]

E] File Edit View Tools MNetwork Mode Diagnosis Layout Window Help
DEE & M OO0 omeO A B R F- Dy EE
Aial ~g ~ B I EEE D-FLA =

z

EIRg Disease-Test network (Disease
----- " Disease

Metody eksploracji danych

This simple network is
useful in
demonstrating the
simplest possible
application of Bayes
theorem.
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& GeHlle - [[isease-Test: main model]

!:‘] File Edit View Tools Metwork MNode Diagnosis Layout Window Help

D =EH & i R ® value
|P-.ria| L|E . Bz absent = 0.992 ]

==, Disease-Test network (Disease This simple network is

..... (") Disease useful in
LT Test demonstrating the

simplest possible
application of Bayes

theorem.

o
i
o
14
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» Hode properties: Disease




& GeHlle - [isease-Test: main model]

H‘J File Edit View Tools MNetwork Mode Diagnosis Layout Window Help

LD & + B g D oO0omeO f A R

* ]

B 7 === d-F-4A - =

Arial 3 -

Tree View X
This simple network is

[]-#5, Disease-Test network (Disease
@ Value

L0 Disease
negative = 0,945 [
positive = 0,051 | o

& theorem.
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» Hode properties: Test

General Definition lDbsenratiun Enst] Furrnat] Dun:umentatiun] User pn::perties] Value l
J_add Selnsert I @] ¥ 1E o @ E

Dizease absent present
negative
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» Hode properties: Disease

Gener.:lll Deﬁn'rtinn] Observation I:nst] Fnrrnat] Documentation | User properties  Value l

Marginal probability distribution:
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& HNode properties: Test

General Definition ]Dbser‘ua’[inn Enst] Fu::rrnat] Du::u:urnentatiun] |ser properties l Value ]
3 _Add Selnsert IR @] HE o PE

Dizsease absent present
negative




wocererete LR o

General I Definition I Observation Cost I Format I Documentation I User properties  Value |

Probability distributions for different policies:

Ok Anuluyj Fomoc
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¥ind @ Value
Monkey =0.2

Warm Blood... Body Coveri...

Metody eksploracji danych

Penguin = 0.2 [

Platypus = 0.2l
Robin=0.2 W

Turtle =02 M JA simple animal guessing game

mmodeled by and made available
‘to the community by Noetic, Inc.,
the developers of Ergo.

The network will guess which of
the five animals you have in
mind, as you provide information
about habitat and characteristics
of the animal.

The network illustrates well the
interaction between probability
and propositional logic.

Has Shell
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» Mode properties: Ammal

Geneml] Deﬂn'rtinnl Observation Cnstl Furrnatl Documentation | User properties  Value l

Marginal probability distribution:




» Mode properties: Class

General Definition anrrnat] Dncumen’[atinn] User pmperties] Value ]
E|H:.|!'.|:J|:.| gﬂzlnsert =% o]

Animal Penguin
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.. A simple animal guessing game

Ir L]
val modeled by and made available
G:: _a ue ] to the community by Noetic, Inc.,
E,:;m;;'q 0 4|:| the developers of Ergo.
F‘.Eptlle =0.2 B The network will guess which of

# the five animals you have in

@ mind, as you provide information
about habitat and characteristics
of the animal.

The network illustrates well the
interaction between probability
and propositional logic.

Warm Blood... Body Coveri...
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» Hode properties: Body Coverning

General Definition lFu::nrrnat] Dnn::umentatinn] |ser pn::perties] Value l
3 _add Selnsert 3K ]

Class Mammal Reptile




Payment Hist...

(roses
ki Ratio of De...
ki

Reliability

C o > CReteomy
K

-

K
CFutre ncomg >
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Credit Worthin. ..

EAv

K
ork Hizto
ki
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A simple network for assessing credit
worthiness of an individual, developed by
Gerardina Hernandez as a class
homework at the University of Pittsburgh.
Note that all parentless nodes are
described by uniform distributions. This is
a weakness of the model, although it is
offset by the fact that all these nodes will
usually be observed and the network will
compute the probability distribution over
credit worthiness correctly.

Another element of this model is that only
the node CreditWorthiness is of interest to
the user and is designated as a target.
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[Onisko et al.] 70 variables; 2,139 numerical parameters



[ Risce ather_had_name

Black % [ HPY E

Oter 2% ) %

Unknown 0% limgetnoe 1

10 1
Cres
%
mensi_same
i [¥
m‘“
> cancer_same 0%

% %
L] %
"™ %
nE 0% " GIVEN
L] %
L] %
5
L]
L]

[Onisko et al.] 18 variables; 295,163 numerical parameters

Metody eksploracji danych 69 Sieci Bayes'a - Wprowadzenie




il

] infection_name © Age
Candida 0% al_below_ 20 0%
: . 0%)| a2_20_29 1 u::
coccobacil E 4 las ss 60 0%
a5_60_up 0%
Herpes 0%
HPV_NEGATIVE 0% / /
HPV_POSITIVE 1% = Polyps
NA 99% -:I ﬁ‘l
Trichomonas 0%l no  7%|]
¥ na ore | I

- cancer_name

Breast 0%

Cervical 0%

|Endometrial 0%

NA 99%

Other 0%

Ovarian 0%

Uterine 0%

Vaginal 0%

Vulvar 0% IG hysterectomy

- Race -
Black 0% O
Other 0% NA
Unknown 0% ™ lega
\White  100% = |Posi
Qns
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Problemem w ktoérego rozwigzaniu ma
pomoc zrobiona przez nas sieCc Bayesa
jest zaproponowanie najodpowiedniejszej
wycieczki dla klienta w biurze podrozy po
odpowiedzi przez niego na kilka pytan.
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Hipotezy

- Szalony karnawat w Rio

- Wypoczynek na Mazurach
- Stolice Europejskie

- Itd.
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Symptomy:

- Ciekawig Cie obce kultury

- Lubisz zagraniczng kuchnie

- Chcesz wypoczywac w cieptym miejscu
- Itd.
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2k awiaCiaOboakultur

CiekawiaCieBheekultury”

a5 (1.5)

Mo [0.E]

EiszCosZagranicanegsy

LubiszCosZghraniczneqo’ Ma (U-

Sl ybracSieZDuzadraps

W ybr acSisEDuzaGrupa

ceszlechaczZDziecm

(ChceszlecHaczDziecmi)
ez (0.5]

Mo (0.5)

e (003

e (0.5)

G ybracSieZTowarzyD)

seWiybracoigz] owarzysts

o (0,31

oczynekMaMazurach

OdpoczynekMaMazurach

b (0,4305)

StoliceEurapei

[StoliceEuropeiskie)
1]

Narby'iAlpach

(Narbyiilalpach)

(EzalonyKarnawaliRic

Mo (01,5055 N 0= )
o (0.

OdpowiadaCHalasGwar’

IERRSE: 305 )
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LubiszImprezawac

(Lubis2Imfrezowac]
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4 przyktady dziatania:

Bayex vs. SieC Bayesa.

Wybieramy hipoteze — patrzymy na symptomy
wybieramy symptomy — patrzymy na hipotezy
model mieszany
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W tych przyktadach pokazemy dziatanie sieci od dwéch
stron:

* Wybieramy symptomy i patrzymy jakie wyjdg hipotezy
— Chcemy wybrac tak preferencje, zeby pojechac na
narty

— Chcemy wybrac tak preferencje, zeby polecie¢ na
tropikalng plaze

 Wybieramy hipotezy i patrzymy jakie wyjdg symptomy
— Narty w Alpach
— Leniuchowanie na tropikalnej plazy
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* Przychodzi klient do biura i mowi
— Chciatbym polecie¢ na karnawat do Rio
— Ale nie mam kasy
— Lubie imprezowac
— Chce tez wybrac sie z towarzystwem
— Co mi polecacie ?
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Sieci bayesowskie — wnioskowanie w sytuacji niepewnosci

Przyktad: jakie sg szanse zdania ustnego egzaminu u prof.
X, ktory jest kibicem Wisty i nie lubi deszczu ?

« Z - zaliczony egzamin

N - dobre przygotowanie

H - dobry humor egzaminatora

A - awans Wisty do Ligi Mistrzow

« D-deszcz

t gczny rozktad prawdopodobienstwa (JPD):
P(Z, N, H, A,D)

wyznaczony przez 2° wartosci (32 wartosci)
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Siecl bayesowskie -

wprowadzenie
Prawdopodobienstwo dobrego

humoru, jezeli Wista awansowata:
P(H=true ‘ A=true): p(H [ )= P(HA)

P(A)
obliczymy z tgcznego rozktadu P(Z, N, H, A,D), na podstawie
prawdopodobienstw brzegowych:

P(H,A)= > P(Z,N,H,A D) 8 sumowan

Z,N,D

P(A)= > P(Z,N,H,A D) 16 sumowar

Z,N,H,D
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Siecl bayesowskie (sieci
przekonan) - definicja

Acykliczny graf skierowany

Wierzchotki - zmienne losowe

Topologa sieci: krawedzie reprezentujg bezposrednig
zaleznosC przyczyna - skutek = kazda zmienna jest
niezalezna od nie-potomkow (w szczegolnosci dalekich
przodkow) pod warunkiem rodzicow, np.: P(Z|H,D) =
P(Z|H)

Dla kazdego wezta X zdefiniowana jest tablica

prawdopodobienstw warunkowych X pod warunkiem
jego rodzicow w grafie

Metody eksploracji danych 94 Sieci Bayes'a - Wprowadzenie



Siecl bayesowskie - definicja,
przyktad

PA P (D)
) 0.30

A | D |P(H)

Przygokow T T10.95
anie F 10.99

E T 10.05

F|[0.15

N[ HI[P@2)
T0.90

TIFToss

- | 11045

P(Z|H,D) = P(Z|H) F|0.05
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Siecl bayesowskie -
faktoryzacja

Reguta tancuchowa: z def. P(X,X,)=P(X;|X5)P(X,)

Numerujgc wierzchotki grafu tak aby indeks kazde;
zmiennej byt mniejszy niz indeks przypisany jego
przodkom oraz korzystajgc z warunkowej niezaleznosci
otrzymujemy:

P(X,| X1, X)) =P(X, | Parents(X,))

Model zupetny
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Siecl bayesowskie -
faktoryzacja

P(Z,N,H,A,D) = P(Z|N,H) x P(N) x P(H|A,D) x P(A) x P(D)
Jaka jest szansa zaliczenia dla nieprzygotowanego studenta, gdy
pada, Wista odpadtg i egzaminator jest w ztym humorze

PZA—-NA-HA-AAD)= 0.05x%x0.8x0.05x%x0.8 x.30=0.0048

P(N)

0.20

N[H
T [0.90

" [Flo55
T [0.45

"TF

0.05

Metody eksploracji danych

P(H)
0.95
0.99
0.05
0.15

(1) Zaliczenie
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Sieci bayesowskie - korzysci

Musimy pamietaCc mniej wartosci: w naszym przypadku
11 zamiast 31 (ogdlnie n-2X, n-liczba wierzchotkow, k -

maksymalna liczba rodzicow; zamiast 2"-1 wszystkich

wartosci w rozktadzie petnym)

Naturalne modelowanie: tatwiej oszacowac prawd.
warunkowe bezposrednich zaleznosci niz koniunkcji
wszystkich mozliwych zdarzen

Dowolny kierunek wnioskowania
Czytelna reprezentacja wiedzy
t atwa modyfikacja
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Sieci bayesowskie — wnioskowanie w siecl, twierdzenie
Bayesa

F — pozwany jest ojcem P(F)
G — dziecko posiada te samg co pozwany, @ 0.50

unikalng (1/1000 osdb) ceche genetyczng

= 1.0*0.5+0.001*0.5 = 0.5005 True 1
False| 0.001

Jezeli wiemy, ze dziecko posiada w/w
ceche genetyczng, to z tw. Bayesa:

o F

P(F|G) = PIEIFIP(F) _ 105 _ ;9990 ?“Ei_j
P(G) 0.5005

Postugujac sie regutg Bayesa, odpowiednie
algorytmy (w ogdélnosci problem
wnioskowania np. trudny) pozwalajg O G
wnioskowac w sieci Bayesowskiej w T100% [ |
dowolnym kierunku F 0% -
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Sieci bayesowskie — mozliwosci wnioskowania: predykcja

Prawdopodobienstwo Zaliczenia 74%

- (4] Awans () (5) Deszcz

true 20% [ true 20% (2]
false 30%: False 7FO%:

LY ¥

() (2) Praygotowanie () (33 Hurnor

true 20% (] true 29% 2]
False B0%: False 71%:

Y ¥

) (1) Zaliczenie

true 26% (]

False 74%:
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Sieci bayesowskie — wnioskowanie diagnostyczne,
wykluczanie

Egzamin zaliczony, jakie byty tego przyczyny ?

i (2} Praygotowanie

brue 49%;
False 519

] (5) Deszcz

- (4} Awans - (5] Deszcz
true 40% (] true 27% (IR
False G0%: False 73%
0 (3 Humor
true 60% ([ |
Falze 40%:
‘\‘ ’/ (o] {4) Awans
true 20%’i] brus 3n%|i:|
] (1) Zaliczenie el ke 0
0 (2) Przygokomanie ] {3 Hurnor
true 100% _:l brue 2n%|i] true 29%|i]
F al o I:Il::'l::l E False S0% Falsn;':"’l o
] (1} Zaliczenie
Wzrost P(A) z 20% do 40%, przy spadku P(D) - e
False 74%

wykluczanie
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Siecl bayesowskie — analiza
scenariuszy

Jesli sie przygotowalismy, to jaka jest szansa na zaliczenie ?

- (4) Awans - (S) Deszcz
true 20% (] true 30% (]
False 50%: False 70%:

1 (2} Praygotowanie 3 {3 Humnar

true 0% true 29% (]

False 100% = fFalse 71%

1 [4Y Awans i (5] Deszcz
.‘ brue 20% ’i] brue 30% ’i]

) . False 50% False 70%
- (1) Zaliczenie
{2 Przygotowanie (4] (3} Humor

L) krue 20% [ krue 29% [[E]
trLIE 1? lll::l l] F:T:e 80%’7 False ?1%’7
False 3% E N

[ (1) Zaliczenis
0 0 true 265 ([R]
Spadek P(Z) z 26% do 17% -
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Sieci bayesowskie — wspomaganie podejmowania decyzji

... ale dodatkowo, Wista awansowata i Swieci stonce !

i (4) Bwans

i (5 Deszcz

true 100% || brue 0%

False 1009

False 0% [=]
EY ¥

i) {3 Hurnar

true 99% (I |

[= False 1%

Y ¥

i (11 Zaliczenie

true 45% ([

fFalse 55%:

i (2] Praygokowanie

frue 0%
False 100%:

Wzrost P(Z) z 17% do 45%.
Podchodzi¢ ?
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krue 20% | krue 30% |
False 50% False 70%

0 {2) Przyaotowanie

] {31 Humar

true 0% Lrue 29%’i:|
False 100% F False 71%

[ (1) Zaliczenie

true 17%
False 83%
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Sieci bayesowskie — bayesowskie drzewo decyzyjne

(influence diagram)

Dodajemy wierzchotki decyzyjne (Podejscie) oraz uzytecznosci
(Stypendium) i mozemy mierzy¢ wptyw ilosciowy decyzji

(Podchodzié, Nie Podchodzi¢

Przwgobow
anie

Podejscie

.

Skypendium

Podej| Zalicz | Styp
true | 7000
true else | 2500
true | 5000
fellze false | 5000

true 3656.76 |

False

2000

Metody eksploracji danych

104 Sieci Bayes'a - Wprowadzenie



Siecl bayesowskie — drzewa
deC XJotowam sSwieci stonce i Wista

Czy warto i8¢ gdy jestesmyiepr
awansowata ?

False 0%

2 Suans

true 100% (] brue 0%
= False 100%: =

2 Deszcz

2 Przygotowanie

krue 0%
False 100%

Y »

2 Huror
true 99% [ |
False 1%

¥

2 Zaliczenie

Podejscie

true 45 ([
False 55%:

Przygatao
wanie

'

% stypendium

frue 4507
False 5000

|i:|
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Zaliczenie

l

L skypendium

brue 3636.76 ’i]

false 5000
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